EXAMEN FINAL PARA
METODOS EMPIRICOS EN MACROECONOMIA ESTRUCTURAL

FELIPE 1. TAPPATA

RESUMEN. Este documento contiene la solucién al examen final de la materia Métodos
Empiricos en Macroeconomia Estructural (MT99) en la Universidad Torcuato Di Tella,
segundo trimestre de 2025. El cédigo usado fue entregado junto a este documento, y se puede
encontrar también en el repositorio https://github.com/felipetappata/macrometrics-final.
Las consignas originales (con pequefias modificaciones que no alteran el significado) han
sido reproducidas dentro de cuadros intercalados con las soluciones para facilitar la lectura.
Corriendo el archivo main. j1, se replican todas las tablas y figuras del trabajo. Se requiere
una instalaciéon de Julia y de las librerias usadas.

1. NEwsS, NOISE, AND FLUCTUATIONS

Este ejercicio estd basado en el paper “News, Noise, and Fluctuations: An Empirical
Exploration” de Blanchard, L’Huillier y Lorenzoni (2013). Nos enfocaremos principalmente
en las secciones 1 y 2. Puede usar la versiéon impresa del paper o su versiéon de working
paper, que tiene un poco mas de detalles en el apéndice.

El paper comienza suponiendo que la productividad a; (en logs), es la suma de un
componente permanente, z;, y un componente transitorio, z;:

Ay = Tt + Zt. (].)
El componente permanente sigue el proceso
Ay = p Az + €, (2)

con p, € [0,1) y & i.i.d. normal con media cero y varianza 2. El componente transitorio
sigue un proceso estacionario

%= P22+ s (3)
con p, € [0,1) y n; i.i.d. normal con media cero y varianza 03,. Los shocks ¢; y 1, son
independientes entre si. Siguiendo al paper, imponemos la condicién

Pz = Pz = P-
Inciso 1. Pruebe que la restriccion en la ecuacién (5) del paper,
po? = (1 - p)%o?, (4)

implica que el proceso univariado de a; sigue una martingala:
E[CLH_I | Ay, Qp—1, - - ] = Qg¢.

.,Coémo queda la condicién si permitimos p, # p,7
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Solucién 1. Demostraremos primero que las restricciones dadas son suficientes para que el
proceso tecnologico a; siga una martingala, y luego veremos que p, # p, implica que no es
posible que a; siga una martingala.

Proposiciéon 1 (Productividad es martingala). Dados los procesos
Axy = pAxy_ + &,
2t = Pz2e—1 1,

Ay = Tt + 2,
con pg, p. €10,1) y €, ny i.i.d. normales con varianzas ‘752 Y 0727, los supuestos

Pz = Pz = P
poi = (1= p)oy,
implican que
E[atH ‘ Aty A1, . . ] = Qy¢.

Demostracion. Como p € [0, 1), los procesos Az, y z son AR(1) estacionarios; por lo tanto
Az := z — 21 es estacionario, y Aa; := Az, + Az es gaussiano estacionario (es suma de
procesos independientes, estacionarios y gaussianos). Para un proceso gaussiano estacionario,
no-correlacion serial es equivalente a independencia; luego, si la funcién de autocovarianza
Yaa(k) = cov(Aay, Aay_y) = 0 para todo k > 1, los incrementos {Aa;} son i.i.d. con media
cero, y escribiendo ayy1 = a; + Aayyq se obtiene Elayyq | ai,ai-1,...] = a;. Alcanza entonces
con probar que yaq(k) = 0 para todo k > 1.

Sea p, = p, = p. Como Aa; = Az, + Az y los procesos {es}, {ns} son mutuamente
independientes, tenemos ya.(k) = vaz(k) + va-(k). El proceso Ax; = pAxy_1 + € es un
AR(1) estacionario con funcién de autocovarianza ya,(k) = o2(1 — p*)~!p*. El proceso
% = pz—1 + 1 es un AR(1) estacionario con autocovarianza v.(k) = o2(1 — p*)~'p*. Para
k > 1, la autocovarianza de Az, = z; — 2,1 es

k-1 2 (1- p)QU% k-1
Vaz(k) =27:(k) = :(k = 1) = %:(k+1) =7.(0) p" (20— 1 = p°) = oz P
Sumando ambas contribuciones obtenemos, para k > 1,
2 2 ;2 k—1
ol oy (=pfoy o p 2 2 2
7Aa(k)_1_p2p - 1_p2 P _1_p2[pae_(1_p) Un]'
Por lo tanto, yaq(k) = 0 para todo k > 1 si y solo si po? = (1 — p)?o;. O

Consideremos ahora el caso general p, # p.. Repitiendo el calculo anterior sin imponer
P = p=, las autocovarianzas individuales son ya. (k) = o2(1 — p2) ™" pb v vaz(k) = —02(1 -
p2)3(1 — p?)~1 pi=1 para k > 1, de modo que

Yaal) = 2 gt =P oy o
1—p2™* L—pz 7
Para que ya,(k) = 0 para todo k£ > 1, necesitamos que los dos términos se cancelen a cada
rezago. Como p¥ vy p*~1 decaen a tasas geométricas distintas cuando p, # p., su cociente
oF /=1 no es constante en k, ya que vale p,/1 en k = 1y p?/p. en k = 2. Es imposible
que una sola restriccién sobre las varianzas iguale a cero una expresion cuya dependencia

en k cambia de forma, y por lo tanto no existe ninguna combinacién de o2 y 072] que haga
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Yaa(k) = 0 simultdneamente para todo k. La condicién p, = p, es entonces necesaria para la
propiedad de martingala.

Ademas de observar a;, los consumidores observan una senal ruidosa del componente
permanente x;:

St = Ty + Vg, (5)
donde v; es i.i.d. normal con media cero, varianza o2, y ortogonal a los otros shocks. El
paper supone la siguiente funcién de consumo (en logs):

¢ = lim Eyfagy]. (6)
J]—00
El paper contintia suponiendo que el output se determina tinicamente por la demanda:

Yt = Gt
La funcién de produccién (en forma log-lineal) es y, = a; + ng, donde y; es el logaritmo
del output y n; el logaritmo de la demanda de trabajo. Como el producto se determina
por la demanda, la demanda de trabajo responde a las necesidades de produccion:

Nt = Yt — Qg
Inciso 2. Muestre como llegar a la ecuacién (8) del paper:
G = Et[0t+1]-

. Le suena de algin lado esta ecuacion? Dado este resultado, explique la intuiciéon econo-
mica de la ecuacién (6).

Solucién 2. Demostraremos que la funciéon de consumo dada por ¢; = lm; o Ey[a: ;]
satisface la ecuacion ¢; = Eifciyq] v luego discutiremos la intuicién econdémica de esta funcion
de consumo.

Proposicién 2 (Consumo es martingala). Si el consumo se define como ¢; = lim;_ o Ey[ay ],
entonces

Cy = Et[ctJr]_].
Demostracion. Verifiquemos primero que el limite que define ¢, existe. Escribamos a;;; =
Tyt + 2y, y tomemos Fy en cada componente. Como z; es AR(1) estacionario con p € [0,1),
tenemos FEy[z4;] = p/ Ei|z], y como Az, es AR(1) estacionario con el mismo pardmetro,
Ei Az, ] = p* Ei|Ax,] para todo k > 1. Entonces

j

Eilags;] = Eifad] + Bi[Aa] Yy p* + 0 Bilal,

k=1
y, tomando el limite respecto a j,
lim Eilacy) = Eifed + 75— EiAw) (7)
Jj—o0 1—p

por lo cual ¢; estd bien definido y es finito. Lo mismo vale para ¢, = Um0 Fyiq]aii144]-
Tomando E; a ambos lados de la definicién de ¢,

Eilci] = By Jim Et+1[at+1+j]]~

La convergencia mostrada en la ecuacién (7) implica que la sucesion (Et+1[at+1+j])j20 estd
acotada uniformemente en j por una variable aleatoria integrable, y por el teorema de
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convergencia dominada podemos intercambiar F; y el limite. Aplicando la ley de expectativas
iteradas, que vale porque la informacion' de los consumidores al momento ¢ estd contenida
en la disponible al momento ¢ + 1 obtenemos

Eifcia] = }LI{}O Eylaii144]-

Reindexando con k = j + 1 y usando la definicién en la ecuacién (6),

Et[Ct+1] = klil'go Et[at+k] = C¢. O

La ecuacién ¢, = Ey[ciq1] establece que el consumo es una martingala, es decir, la mejor
prediccion del consumo futuro es el consumo corriente y los cambios en el consumo son
impredecibles (E;—1[Ac¢;] = 0). Si bien esta condicion no es en si una ecuacién de Euler en
nuestro modelo, porque no es una condiciéon de optimalidad sino un corolario del proceso
supuesto para consumo, evoca el resultado central de Hall (1978).? Hall, trabajando en
la tradicion de la teoria del ingreso permanente, muestra que la ecuacion de Euler de un
consumidor que maximiza utilidad esperada descontada sujeto a una restriccion presupuestaria
intertemporal implica

/ 1+5 /
Eilu'(coq1)] = 1_|_7,U (ct),

donde ¢ es la tasa subjetiva de descuento y r la tasa de interés real, ambas constantes.
La utilidad marginal evoluciona entonces como martingala con tendencia. Bajo utilidad
cuadratica (Hall, 1978, corolario 3), la ecuacién de Euler se reduce a

_r—5+1+5
Cty1 = C
t+1 Tor T 147

con Fletr1] = 0. Cuando r = 4, la constante se anula y el coeficiente del consumo rezagado
es 1, recuperando exactamente ¢; = Ey[cq1]. El consumo sigue un random walk, y ninguna
variable observada en t o antes, fuera de ¢;, deberia ayudar a predecir ¢, ;. Esta es la
implicaciéon que Hall testea empiricamente. Aun con utilidad general, el random walk es
una aproximacién de primer orden cuando r &~ § y los shocks son pequenios (Hall, 1978,
corolario 5). En el modelo de Blanchard, L’Huillier y Lorenzoni, en cambio, la propiedad de
martingala es exacta y no depende de supuestos sobre preferencias. Se deduce directamente
de la definicién (6) y la ley de expectativas iteradas.

La ecuaciéon (6) define ¢; como el nivel al que los consumidores esperan que la producti-
vidad converja en el largo plazo. Como a; = z; + 2; y el componente transitorio satisface
lim; o Et[2+] = 0, ese nivel queda determinado exclusivamente por el componente per-
manente x;. La ecuacion es entonces la hipétesis de ingreso permanente aplicada a este
modelo, donde los consumidores fijan ¢; al nivel sostenible de productividad, ignorando
fluctuaciones transitorias en z;. La propiedad de martingala es la consecuencia natural, ya que
toda la informacién disponible sobre el componente permanente esté incorporada en ¢; y solo
informacién genuinamente nueva (las innovaciones €, 1, y v;) puede modificar el consumo.

Ct + €y,

Hablo informalmente de o relego a notas al pie lo que concierne filtraciones o sigma-algebras principalmente
porque no es necesariamente relevante al nivel de los ejercicios bajo consideracién, y también para evitar
cometer errores innecesarios debidos a mi falta de familiaridad con los conceptos.

2Cochrane (2024) es un relato entretenido de la historia del random walk model of consumption y la
transicion de la macroeconomia post-critica de Lucas hacia su forma moderna.
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Dados ¢; y los shocks, podemos recuperar trivialmente y; y n;. Por lo tanto, nos enfocare-
mos principalmente en la determinaciéon de ¢;.
Inciso 3. Pruebe lo siguiente:

Jll)m Et[$t+] — th] = 1% Et[l't — xt_l].

Explique por qué aparece la expectativa F,; del lado derecho a pesar de tener variables
indexadas a los momentos ¢ y t — 1 (Hint: jqué observa y qué no observa el consumidor?).
Dada esta ecuacién, encuentre la expresion (9) del paper:

1
C = E Et[xt p.flft_l]. (8)

Solucion 3. Demostraremos primero la expresion para el valor esperado de crecimiento de
productividad acumulado en el largo plazo, y luego usaremos ese resultado para derivar la
ecuacion (8).

Proposicién 3 (Crecimiento acumulado de largo plazo). Sea Axy = pAzi_1+¢€ conp € [0,1)
y € 1.1.d. con media cero. Entonces
_ P
jli)m Et[xt+] l’t] = —1 — 5 Et[A$t]
Demostracion. Como Az, es AR(1) estacionario, iterando la recursién k veces y usando
Eilesrs] = 0 para s > 1 se obtiene Ei[Ax 1] = p* Ei[Axy] para todo k > 1. Escribiendo el
crecimiento acumulado como suma telescopica, x4 ; — 2 = Zi;:l Az, v tomando E;

J
Bz — o) = By [Any] Z Pk
k=1

Como |p| < 1, la serie geométrica converge a p/(1 — p) y se obtiene el resultado. O

La expectativa E,; aparece del lado derecho a pesar de que x; y x;_1 estan indexados en
momentos corrientes o pasados porque el componente permanente x; no es observable. Los
consumidores observan la productividad a; = z; + 2;, que mezcla ambos componentes, y una
senal ruidosa s; = x; + 4. Ninguna de estas observaciones revela z; exactamente, de modo
que los consumidores enfrentan un problema de extracciéon de sefial y su mejor estimacion
del componente permanente es F[z;], no x; mismo.

Derivemos ahora la ecuacién (8). La funcién de consumo es ¢; = lim;_,o E;]as+;]. Descom-
poniendo a;1; = xy4; + 2¢4; ¥ notando que Ey[z1 ;] = p/ Ey|z] tiende a cero cuando j — oo,
solo el componente permanente sobrevive en el largo plazo

¢ = lim Bz = Bilr] + —— Ej[Ax),
j—oo 1-— P
donde la segunda igualdad aplica la Proposicion 3. Reemplazando Ei[Ax| = Ey|x] — Fy|xi—1]

y simplificando obtenemos
1
C = T Et[l’t pxt,l].

En lo que sigue, usaremos una notaciéon un poco mas general que puede usarse para
modelos en los que los agentes econémicos tienen observacién parcial de algunos shocks
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estructurales y, por lo tanto, enfrentan un problema de extraccién de senal para tomar
decisiones. Luego lo especificaremos para nuestro modelo.

Suponga que X; € R” es un vector de n variables de estado ex6genas no observables y
que S; € R™ es un vector de m variables que observan los agentes econémicos del modelo.
Suponga que la relacion entre estas variables viene dada por el siguiente modelo lineal en
estado espacio:

X = AX,1 + BV}, 9)
S, =CX, + DV, (10)

donde V; es un vector de ¢ shocks i.i.d. con media cero y matriz de varianzas y covarianzas
Q. La matriz Aesn xn, Besnxq, Cesmxny D esm X q. Note que, en este tipo
de modelos, las decisiones de los agentes no pueden ser funciones de X; porque no es
observable.

En el modelo de la seccién I del paper, el vector de variables de estado exdgenas
es X; = [z, 241, 2], el vector de variables observables por los agentes del modelo es
Sy = lag, 8], y el vector de shocks es V; = [e;, s, 14]'. Las ecuaciones (9) y (10) reflejan la
evolucion de las variables de estado no observables y su relacién con las variables que
observan los agentes al tomar decisiones: la productividad a; y la senal s;.

Inciso 4. Explique en detalle como encontrar los coeficientes de las matrices A, B, C'y
D usando las ecuaciones (1), (2), (3) y (5) de nuestro modelo.

Solucidén 4. El objetivo es expresar las ecuaciones (1)—(3) y (5) en la forma state space
Xy = AX,, + BV,
Sy =CX, + DV,.

Las variables de estado naturales del modelo son x; y z;, pero la ecuacién (2) gobierna la
primera diferencia Az, como un AR(1). Sustituyendo Azy = x; — a1 y Axyy = 241 — X429,
obtenemos

Ty = (1+p) Ti—1 —pl’t_g‘i‘Et, (1].)
de modo que el nivel de z; depende de dos rezagos. Un vector [x;, 2]’ no bastaria para escribir
la transicién como sistema de primer orden, ya que z;_» no estaria disponible. La solucién
estandar es la companion form, que incorpora z;_; como variable auxiliar y eleva la dimension
del estado a n = 3 con X; =[xy, 241, 24"

Construimos primero las matrices de transicion A y B. El primer componente de X; es x,
dado por la ecuacion (11); el segundo es la identidad x;_1 = x;_1, que simplemente traslada
el primer elemento de X;_; sin intervencién de los shocks; y el tercero es z; = pz;_1 +ny, dado
directamente por la ecuacién (3). Leyendo los coeficientes fila por fila,?

l+p —p O 1 00
A= 1 0 0f, B =100 0f. (12)
3x3 0 0 p 3x3 01 0

Para las matrices C'y D, expresamos cada componente de S; = [a, s en funcién del
estado contempordneo X; = [z, x4_1, 2] v de los shocks V;. La ecuacién (1) da a; = z; + 2,

3E]1 Apéndice A de Blanchard, L’Huillier y Lorenzoni (2013) reporta Bs; = 1, lo cual implicaria que
el componente transitorio z; recibe el shock permanente e;. Esto es inconsistente con la ecuacién (3),
2t = pzi—1 + N, que no contiene ¢;. El paquete de replicacién del paper (en el archivo ML_baseline.mod,
bloque de ecuaciones del modelo) confirma la especificacién correcta con Bsy = 0.
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que carga sobre el primer y tercer componente de X; sin contribuciéon directa de V;. La
ecuacion (5) da s; = x; + 14, donde z; entra a través de C'y el ruido a la senal, v, entra a
través de D. Las matrices resultantes son

101 00 0
%—&04’ %—bOJ' (13)

La matriz de covarianzas de los shocks es Q := var[Vy] = diag(o?, 07, 07), diagonal por la

independencia mutua de €, 7; v 14.

Para terminar de resolver el modelo necesitamos determinar las variables endogenas. En
el modelo de la secciéon I, el consumo ¢; es la variable de estado enddgena relevante que,
como vimos, satisface la ecuacién (8).* Mas en general, considere un conjunto de variables
endégenas que controla el agente Y; € RP (en nuestro caso, ¢;).” Suponga que podemos
escribir el modelo (ya sea lineal o linealizado), del siguiente modo:

F Et[n—&-l] + G}/t + H}/:‘,—l + MSt + N Et[St—i-l] — 07 (14)

donde F', G, H, M y N son matrices con parametros. Este conjunto de ecuaciones refleja
condiciones de primer orden y otras condiciones de equilibrio del modelo. La diferencia
de esta familia de modelos con lo que vimos en clase es que no aparecen las variables de
estado X}, que son no observables por los agentes, sino las variables S; que si observan.
En particular, las variables de estado exdgenas no observables X; solo entran en las
condiciones de equilibrio a través de las variables observables .S;.

Para resolver el modelo, haremos la conjetura de que la solucién tiene la forma lineal

Y; = PY; 1 + QS + RXy, (15)

donde Xy = E [ Xy | Sy, Si—1, ..., 51 es el valor esperado de X, condicional en toda la
informacién observada por los agentes econémicos hasta el momento ¢. Esto no es otra
cosa que el valor filtrado de X; que sale del filtro de Kalman. Las dimensiones de las
matrices son: P, p X p; @, p x m; y R, p x n. Encontrar la soluciéon del modelo implica
encontrar las matrices P, , R y la expectativa X;; para cada momento del tiempo.
Encontraremos la solucion usando el método de conjetura y verificacion.

Inciso 5. Reemplace la conjetura (15) en (14) y use la estructura del modelo dada
por (9) y (10). Haciendo coincidir coeficientes, y exigiendo que las identidades que salen
valen para todo t, muestre que obtiene tres ecuaciones matriciales de la forma

FP?*+GP+ H =0, (16)
(FP+G)Q+ M =0, (17)
(FP+G)R+ [F(QC+R)+ NCJ]A=0. (18)

También estd el producto y la demanda de trabajo, pero como se determinan trivialmente luego de
conocer ¢, las ignoraremos.

bEsta forma de escribir el modelo es un poco distinta a lo que estd en mis notas de clase. Alli separdbamos
variables de control de variables de estado. Dentro de las variables de estado, habia algunas exdégenas y
otras endogenas. En este caso, ponemos en Y; a todas las variables endégenas, ya sea de control o de
estado. En el vector X; solo aparecen las variables de estado exdgenas (y no observables).

Solucién 5. Procedemos por conjetura y verificacién. Sustituiremos la forma conjeturada (15)
en la condicién de equilibrio (14), computaremos las expectativas condicionales usando la
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estructura del modelo, y luego igualaremos a cero los coeficientes que multiplican a cada
grupo de variables.

Comencemos por las expectativas condicionales que aparecen en (14), donde E;[-] denota
la expectativa del agente condicional en su informacion {S;, Si_1,...,S51}. Para E[S;1],
sustituimos la ecuacién de transicién (9) en la de observacién (10) y obtenemos Siyq =
CAX,+ (CB+ D) V1. Como Vi es independiente de la informacion en t,

Et[St+1] == CA Xt\t- (19)

Para E;[Y;11], adelantamos la conjetura un periodo y tomamos E;. El filtro de Kalman en
estado estacionario predice Xy ; = A Xy, y la innovacién esperada del pronéstico es cero,
de modo que E¢[X; 1441] = AXt|t.4 Combinando con (19),

EiYip] = PY; + (QC + R) A Xy (20)
Sustituyendo (19) y (20) en la condicién de equilibrio (14),
F[PY;+ (QC+ R)AXy;] + GY; + HY, 1 + MS; + NCA Xy, = 0.
Agrupando por Y; y Xy,
(FP+G)Y,+ HY,_1 + MS; + [F(QC + R) + NC] A Xy, = 0. (21)

Reemplazamos ahora Y; por la conjetura (15) en (21), expandimos y recolectamos por Y;_1,
Sty Xt|t7
[FP?+GP+H|Y, 1+ [(FP+G)Q+M)] S;+ {(FP+G)R+ [F(QC+R)+NC]A} Xy, = 0.
(22)
Esta identidad debe valer para todo t y toda realizacién. La variable endégena Y;_; es libre y
no afecta a las realizaciones exégenas Sy ni a Xy;, de modo que su coeficiente debe anularse.
Por un razonamiento analogo, los coeficientes de S; y de X;; también deben ser cero.’ Se
obtienen asi las tres ecuaciones que buscabamos,
FP?+GP+H=0,
(FP+G)Q+ M =0,
(FP+G)R+ [F(QC+R)+ NCJ]A=0.

Las incégnitas a resolver son las matrices P, ) y R. La ecuacién (16) es una ecuacion
matricial cuadrética en P. Si conocemos P, (17) determina ) de manera lineal, y dados
Py @, (18) también determina R linealmente. Por lo tanto, el trabajo mas delicado es
encontrar la matriz P que resuelve (16). Hay mds de una forma de hacerlo. La seccién 6.3
de Uhlig (1995) muestra una forma.

La conjetura (15) postula coeficientes invariantes en el tiempo, lo cual es consistente con trabajar con la
ganancia de Kalman de estado estacionario K. La actualizacién de Kalman es X, 1,41 = X;y1s + K(St41—
C Xy11)t). Tomando Ej, el término de innovacién se anula porque Ey[S;1] = CA Xy = C Xypqp.

"Que S; y Xi¢ no son independientes (estdn vinculados por la actualizacion de Kalman X;; = (I —
KC)AX;_y;—1 + K S;) podria parecer un obstaculo. Sin embargo, sustituyendo esta descomposicién en (22)
(con el coeficiente de Y;_; ya eliminado), la identidad resultante involucra S; y el estado filtrado predeterminado
Xi¢_1}¢t—1, que si son independientes. La observaciéon S; varia libremente a través de V; para cualquier pasado
fijo, lo que fuerza a ambos coeficientes a anularse por separado.
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Inciso 6. Muestre como usar la descomposicién (QZ que vimos en clase para resolver la
ecuacién matricial cuadratica (16). (Hint: puede ayudarse con inteligencia artificial. Con
el prompt adecuado se puede llegar a la soluciéon de esta pregunta. Si usa ChatGPT o
cualquier otro LLM, explique en detalle los pasos y por qué funciona.)

Solucién 6. Mostraremos que la ecuacién matricial cuadratica (16) puede resolverse reducién-
dola a un sistema lineal de primer orden de dimension 2p y aplicando la descomposicién QQZ
al par de matrices que lo define. La linealizacion companion que reduce la ecuacion cuadratica
a un sistema de primer orden sigue a Uhlig (1995, §6.3). La resolucién del sistema resultante
es el método de Klein (2000), que, segin explica DeJong y Dave (2011, §4.5), combina la
factorizacién QQZ (descomposicion generalizada de Schur) empleada por Sims (2002) con la
particion en variables predeterminadas y no predeterminadas de Blanchard y Kahn (1980);
seguimos la exposiciéon de Hevia (2025).°

La ecuacion (16), FP? + GP + H = 0, caracteriza el componente autorregresivo de la
conjetura (15) y surge de igualar a cero el coeficiente de Y;_; en (22). Equivalentemente,
si Y; = PY,; (ignorando los términos forzantes S; y Xy, cuyos coeficientes ya fueron
identificados por (17) y (18)), la condicién de equilibrio (14) se reduce a la ecuacién en
diferencias de segundo orden

F EYi] +GY,+ HY, 4 =0, (23)

y sustituyendo E;[Y;;1] = PY; = P?Y;_; se recupera (16).
Para aplicar la descomposicién QQZ reducimos (23) a un sistema de primer orden. Definimos

el vector W, = [V, Y/]' € R?, donde Y;_; es la variable predeterminada (de estado) e Y; la
no predeterminada (de salto), y las matrices 2p x 2p
{4, O 10 I,
2p./>é<12p - |:0 F‘| ’ 2pl>§2p o |:—H —G:| ' (24)

La identidad Y; = Y; junto con (23) reescrita como FY;,; = —GY; — HY; ; producen el
sistema’ ~ ~
A Wt+l - B Wt, (25)
que tiene p variables de estado y p variables de salto.®
Aplicamos ahora la descomposicién QZ al par (A, B). Por el Teorema 1 de Hevia (2025),
existen matrices unitarias () y Z y matrices triangulares superiores S y T tales que QAZ = S
vy QBZ = T. Los autovalores generalizados del par son \; = t;;/s;;, con la convencién de que

6En esta solucién, las letras Q, Z, S y T denotan las matrices de la descomposicién QZ y no las matrices
homénimas de la conjetura (15) o del modelo de estado espacio. Nétese que Uhlig (1995, Teorema 3) resuelve la
ecuacion cuadratica por la via alternativa de una descomposicién en autovalores y autovectores generalizados,
que requiere que P sea diagonalizable. El método de Klein (2000) basado en la descomposicién Z no necesita
este supuesto.

Al suprimir los términos “forzantes” Sy y Xy, cuya contribucién ya est4 aislada en los coeficientes (17)
y (18), la dindmica residual Y; = PY;_1 es deterministica condicional en Y;_1, de manera que E[Y;11] = Yi41
y el operador de expectativas puede omitirse. Alternativamente, el sistema companion puede escribirse como
A E[W,y41] = BWy; la descomposicién QZ opera sobre las matrices de coeficientes (A, B) y el argumento de
estabilidad que sigue es el mismo.

8El par (A, B) es equivalente, salvo reordenamiento de bloques, al par (A, Z) de Uhlig (1995, Teorema 3),

quien define A = [{ IO,, lyE= [}f 70H} con el vector Wy = [Y/, Y/ ,]’. Situamos las variables de estado

primero para mantener la correspondencia con la convencién de Blanchard y Kahn (1980) adoptada en clase
y utilizada por Klein (2000).
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si; = 0 corresponde a |)\;] = oco. Como el ordenamiento de las entradas diagonales puede
elegirse libremente (propiedad 5 del teorema), colocamos primero los pares estables, es decir,
aquellos que satisfacen [s;| > |ti| (|Ni| < 1).° Premultiplicando (25) por @ e insertando
Z7ZH" = I se obtiene S 2,41 = T %, donde z = Z% W,. Particionando en bloques estable e

inestable,
Su S| (za| _ |Tu Tie| | %
0 S| (241 0 Tal 2]

donde Sy y T son ng X ng (con ng la cantidad de autovalores estables) y Saq, Toe corresponden
a los autovalores inestables.

Consideremos primero el bloque inferior (inestable), Sop 2, | = Th 2. Como |[t;;| > s
para cada entrada diagonal del bloque inestable, todas las entradas diagonales de 75, son no
nulas, y como Ty, es triangular superior, es invertible. Premultiplicando por T,' se obtiene
2 = Tyy' Soo 2% 1. La matriz Ty,' Sae es triangular superior con entradas diagonales s;;/t;; que
satisfacen |s; /t;] < 1, de modo que todos sus autovalores son estrictamente menores que
uno en médulo. Tterando hacia adelante, 23 = (Ty,' Sa0)’ 2 ; — 0 cuando j — oo siempre
que la sucesion {z'} sea acotada; como buscamos soluciones estables, la tinica posibilidad
es z;' = 0 para todo t. Con z;' = 0, el bloque superior se reduce a Si; 27, ; = Ty z;. Aqui
|sii| > |tii| para cada entrada del bloque estable, de modo que Si; es invertible y la recursién
2i = SﬁlTH 2 es estable, con autovalores t;;/s;; menores que uno en médulo.

Particionemos la matriz unitaria Z de manera conforme con la separacion estable/inestable,

Zn Zri
7 —
[221 222} ’

con Z11 y Zs de dimensién p x ng. Invirtiendo la definicién z = ZH I/T/t y usando z;' = 0
se obtiene W, = [Z!,, Zb,]' 5. Como W, = [Y/_,, Y/]', los bloques superior e inferior dan
respectivamente Y;_; = Z11 2] e Yy = Zy; 2.

Para que la soluciéon exista y sea tinica necesitamos la condicién de Blanchard y Kahn, que
en este contexto requiere exactamente n, = p autovalores estables, uno por cada variable
predeterminada Y;_;. Si se cumple, Z;; es una matriz p x p a la que le exigimos invertibilidad,*°

y podemos eliminar z; = ZﬁlYt_l para obtener Y; = Zy; Zﬂl Y;_1, de donde
P =7y 73] (26)

De forma equivalente, sustituyendo zf = Z;;'Y;_; en la recursién estable y notando que el
bloque superior de W,y = [Y/, Y/,] da 2., = Z;'V;, se obtiene Z,'Y; = Si' T 25 Yiy y
por lo tanto
P =7y, S T 7 (27)
Ambas expresiones son equivalentes y confirman que los autovalores de P son los p autovalores
generalizados estables t;;/s;;.
Verifiquemos que P segin (26) resuelve la ecuaciéon cuadratica (16). Por construccién,
el sistema (25) tiene como tunica solucién acotada Y; = PY;_;. Sustituyendo en (23) con

La particién estable/inestable requiere que ningin autovalor generalizado se sitiie exactamente sobre el
circulo unitario, |\;| # 1. Esta es una condicién de regularidad estdndar del marco de Blanchard y Kahn
(1980).

10Fsta es la condicién andloga al Supuesto 2 en Hevia (2025), que se invoca para recuperar la solucién en
términos de las variables originales. Si la cantidad de autovalores estables es menor que p, el equilibrio no
existe localmente. Si es mayor, hay indeterminacién.
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E:[Yiy1] = P?Y;_; se obtiene (FP? + GP + H)Y;_; = 0 para todo Y;_;, lo cual exige
FP?+GP+H =0."

En resumen, el algoritmo para resolver (16) consiste en formar las matrices A y B de
dimensién 2p x 2p segin (24), computar la descomposiciéon QZ del par (A, B) con los
autovalores estables ordenados primero, verificar la condicion de Blanchard y Kahn, y calcular
P = Zy Z;;'. Conocida P, las matrices restantes de la solucién conjeturada (15) se recuperan
resolviendo los sistemas lineales (17) y (18). En el caso escalar p =1 (como en el modelo de
consumo de la seccién 1 del paper, donde Y; = ¢;), la ecuacién (16) se reduce a una cuadratica
ordinaria Fp? 4+ Gp+ H = 0 y la condicién de Blanchard y Kahn simplemente selecciona la
raiz con |\ < 1.

Una vez que encontramos P, las matrices () y R se encuentran facilmente. Lo mismo que
vimos en clase aplica para la solucién de este modelo (condiciones de Blanchard-Kahn
sobre existencia, unicidad o multiplicidad).

Ahora volveremos al modelo simple de la seccién 1.1 del paper. Para este modelo, la
solucién en la forma (15) ya estda dada directamente por la ecuacion (8), por lo que no
tiene que buscar la matriz cuadratica.

Inciso 7. Use los parametros de la seccién 1.1 del paper y replique los impulso-respuesta
a los tres shocks de la Figura 1.

Solucién 7. La Figura 1 muestra los impulso-respuesta de la productividad (a;, linea
punteada) y el consumo (¢, linea sélida) ante cada uno de los tres shocks estructurales,
en un horizonte de 20 trimestres. Los parametros son los de la seccion 1.1 del paper: p =
0.891, o, = 0.67% y 0, = 0.89%, donde o, es la desviacién estdndar del crecimiento de
productividad Aa; (ver la Tabla 2 del paper). Bajo la restriccién de martingala (4), las
desviaciones estandar de los shocks estructurales se obtienen como o. = (1 — p) o, =~ 0.073 %
y oy = /pou = 0.632%. Las funciones de impulso-respuesta se computan resolviendo la
ecuacion de Riccati del filtro de Kalman en estado estacionario para obtener la ganancia K y
propagando shocks de una desviacién estdndar a través del sistema aumentado [X], At"t]’ , que
evoluciona deterministicamente después del impacto. El consumo se extrae en cada horizonte
usando la ecuacién (8) aplicada al estado filtrado.

Inciso 8. Pruebe que el modelo tiene una representacién VAR como en las ecuaciones (8)
y (9) de la seccién 2.1 del paper. Explique por qué, salvo los dos casos especiales
mencionados en el paper, no es posible recuperar shocks estructurales del modelo usando
el VAR. (Bonus: replique la Figura 2 del paper.)

Solucién 8. Derivaremos la representaciéon VAR de forma reducida para (¢, a;) y luego
discutiremos la identificacién de los shocks estructurales.!?

Hcyando los p autovalores estables son distintos, esta verificaciéon puede hacerse de manera alternativa
mediante una descomposicién en autovectores generalizados, que es la ruta elegida por Uhlig (1995, Teorema 3).
Cada autovalor generalizado estable \; satisface (FA? + G\; + H) u; = 0, donde u; es el componente inferior
del autovector correspondiente. Apilando las p ecuaciones y postmultiplicando por la inversa de la matriz de
autovectores se recupera (16). El argumento via descomposicién @QZ presentado arriba, siguiendo a Klein
(2000), no requiere que los autovalores sean distintos.

12E] enunciado refiere a las ecuaciones (8) y (9) de la seccién 2.1 del paper. En la versién publicada (AER),
la representaciéon VAR corresponde a las ecuaciones (10) y (11); las ecuaciones (8) y (9) son la propiedad de
martingala y la férmula de consumo, respectivamente. La numeracién (8)—(9) coincide con la del working
paper.
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(A) Shock permanente. (B) Shock transitorio. (¢) Shock de ruido.

FicuraA 1. Impulso-respuesta a los tres shocks estructurales

Proposiciéon 4 (Representacién VAR de forma reducida). El modelo admite la siquiente
representacion VAR(1):
¢t = 1 + ug,

28
ar = pa—1+ (1 —p) -1 + ugf, (28)

donde ui y ujy son innovaciones con media cero e incorrelacionadas serialmente respecto de
la informacion del econometrista, esto es, del pasado de ¢; y ay.

Demostracion. Comenzamos derivando la ecuacién de consumo. La propiedad de martingala
demostrada en la Proposicién 2 establece F; 1[c;] = ¢;—1. Como el econometrista observa
solamente (¢, a;) y el consumo es una funcién deterministica de la informacién de los agentes
(que incluye también la senal s;), el econometrista tiene débilmente menos informacién que
los agentes. Por la ley de expectativas iteradas, si una variable tiene media condicional cero
respecto de la informacion de los agentes, también la tiene respecto de cualquier subconjunto
de esa informacion.'® Definiendo u¢ := ¢, — ¢;_1, se tiene que u¢ es una innovacién respecto a
la informacion del econometrista.

Derivamos ahora la ecuacién de productividad. Usando la descomposicion a; = x; + 2 v la
ecuacién (3),

a—pa—1 = (v — pr) + (2 — pz-1) = (T — pr-1) + 11,
donde la segunda igualdad sustituye z; — p z;_1 = ;. Por otro lado, la ecuacién (8) evaluada
ent da (1 —p)c = Eylxy — pay_q]. Tomando E;_; de ambos lados y usando la propiedad de
martingala F;_i[c;] = ¢;—1 junto con la ley de expectativas iteradas,
(1 - p) ci—1 = by [Et[xt - P%AH = Etfl[xt - pl'tfl]-

Tomando ahora E;_; de la primera expresion y usando que 7; es i.i.d. con media cero, y por
lo tanto independiente de toda la informaciéon disponible en ¢ — 1,

Eiqlas —pa—y]) = Eyqfze — pae—a] = (1 — p) o

Reordenando, E; i[a; — pa—1 — (1 — p)ci—1] = 0. Definiendo uf = a; — paz—1 — (1 —
p) ¢i—1 v aplicando nuevamente el argumento de proyecciéon al conjunto de informacién del
econometrista, uj es innovacion respecto a la informacién de este. O

En forma matricial, la representacion (28) se escribe como

= + |t
ay L—=p p|la Uy
2%x2

2x1 2x1 2x1

138i Elw | F] =0y G C F, entonces E[w | G| = E[E[w | F] | G] = 0.
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Un aspecto notable de esta representacion es la presencia de ¢;_; en la ecuaciéon de pro-
ductividad. Univariadamente, la productividad es un random walk (por la restriccion (4)
demostrada en la Proposicién 1). Sin embargo, en el sistema bivariado el consumo pasado
ayuda a predecir la productividad porque contiene informaciéon adicional sobre el componente
permanente x;, obtenida por los consumidores a través de la senal s;.

Pasemos ahora a la cuestion de identificacion. El modelo estructural tiene tres shocks
independientes (¢, ¢, 1), mientras que el VAR de forma reducida produce solamente dos
innovaciones (uf, uf). Las innovaciones de forma reducida son combinaciones lineales de los
shocks estructurales, a través del filtro de Kalman y la solucién del modelo, de modo que
el mapeo de shocks estructurales a innovaciones reducidas es una transformacion lineal de
R3 a R%. Como esta transformacién tiene un kernel no trivial, no es invertible. Infinitas
combinaciones de shocks estructurales son consistentes con un par dado de innovaciones.
Ningtn esquema de identificaciéon puede recuperar tres shocks ortogonales a partir de dos
innovaciones.

Hay sin embargo dos casos especiales en los cuales la identificacion es posible. El primero es
el de extraccion de senal perfecta, cuando o, = 0. En este caso el shock de ruido desaparece y
solo quedan dos shocks estructurales (¢, 7;). Con informacién perfecta, (1—p) ¢, =z, —pxy_1,
y el VAR se simplifica a

cp=c1+(1— P)_l €t,
ar = pa_1+ (1 —p)e1 + e+

El consumo responde solamente al shock permanente ¢; y la productividad a ambos shocks,
de modo que el mapeo de (e, ;) a (uf,uf) es un sistema lineal 2 x 2 invertible. Un VAR
estructural con restricciones de largo plazo a la Blanchard y Quah (1989), que identifica al
shock con efecto permanente sobre ambas variables, recupera correctamente €, y 7; y sus
impulso-respuesta.

El segundo caso es el de ausencia de senal, cuando o, — 00, y los consumidores observan
solamente la productividad a;. Como esta sigue un random walk, la mejor estimacion del
nivel de productividad de largo plazo es a; mismo, lo cual implica ¢; = a;. Ambas variables
comparten una Unica innovacién comun wu,, y el sistema colapsa a

Ct = Cr—1 + Uy, ap = Qp—1 + Uy

No es posible recuperar los shocks individuales ¢; y 7; a partir de la inica innovacién ;.
Sin embargo, la situacién es cualitativamente distinta al caso general: la descomposicion
permanente-transitorio carece de relevancia operativa, ya que los consumidores mismos no
disponen de informacion para separar los componentes.

Fuera de estos dos casos polares, la senal es parcialmente informativa (0 < 0, < 00), la
representacion VAR de forma reducida es no-invertible, y un enfoque de VAR estructural no
puede recuperar los shocks. Més atn, incluso la identificacién parcial falla. La Proposicion 1
del apéndice online de Blanchard, L’Huillier y Lorenzoni (2013) demuestra que, indepen-
dientemente de si el econometrista observa (¢, a;) o incluso (¢, ay, $¢), el impulso-respuesta
del consumo a cualquier shock identificado mediante un VAR estructural es permanente
y constante, o bien nulo. La intuicién es directa. Como el consumo es un random walk
condicional en la informacion de los agentes, y el econometrista tiene menos informacion,
el consumo también es un random walk desde la perspectiva del econometrista. Un shock
identificado es una combinacién lineal de observables corrientes y pasados, de modo que
la respuesta esperada del consumo a cualquier horizonte k es idéntica a la respuesta de
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impacto. En particular, un VAR estructural con restricciones de largo plazo atribuiria al shock
permanente identificado un impulso-respuesta plano sobre el consumo, sin la acumulacion
gradual que el verdadero shock ¢; genera, y el shock transitorio identificado tendria efecto
nulo sobre el consumo.

La Figura 2 ilustra este punto. Simulando 7" = 100 000 observaciones del modelo estructural,
se estima un VECM con identificacién de Blanchard-Quah, y se comparan los impulso-
respuesta acumulados estimados (linea discontinua) contra los verdaderos (linea sélida). El
shock transitorio y el de ruido se grafican conjuntamente (linea punteada para el shock de
ruido).

0.01 [ 0.01 [

N
n 0.005 = \\\ 7
D

0.005 |-

-0.005 [~ 1 -0.005 [~ 1
-0.01 | | | | -0.01 | | | |
0 5 10 15 0 5 10 15
(A) Productividad: shock permanente. (B) Productividad: shocks transitorio y ruido.
0.01 0.01

0.005 |- 1 0.005 |-+, 1

-0.005 [~ 1 -0.005 [~ 1
-0.01 | | | | -0.01 | | | |
0 5 10 15 0 5 10 15
(¢) Consumo: shock permanente. (D) Consumo: shocks transitorio y ruido.

F1curA 2. Impulso-respuesta estimados vs. verdaderos

Inciso 9. Lea detenidamente la seccion 2.4 del paper. Debera estimar el modelo usando
el Kalman filter como se explico en clase y replicar la Tabla 2 usando datos hasta 2019
(para evitar el periodo de Covid). Preste atencién a cémo inicializar el filtro, porque el
modelo, al tener una raiz unitaria, no es estacionario. Luego replique la Tabla 3. Debera
leer en detalle el apéndice del paper.

Solucién 9. Se estima el modelo mediante maxima verosimilitud usando el filtro de Kalman.
El estado no observado incluye una raiz unitaria, por lo que se inicializa el filtro con la técnica
de difusa exacta. Los datos consisten en diferencias logaritmicas trimestrales de productividad
y consumo per capita, obtenidos de FRED para el periodo 1970:Q1-2019:Q4 (T = 200),
extendiendo la muestra original del paper pero evitando el periodo de pandemia.
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El Cuadro 1 presenta la estimacién del modelo restringido (p, = p. = p) para distintos
valores de p fijados en una grilla. La verosimilitud se maximiza respecto de o, y 0,. El
maximo global se alcanza en p = 0.89, consistente con el paper.

CUADRO 1. Estimacién por maxima verosimilitud: modelo benchmark

p Ou O, oy oy ML

0.00 0.0067 0.0067 0.0000 0.0089 -3 x 10'2
0.25 0.0358 0.0269 0.0179 0.0000 851.1
0.50 0.0373 0.0187 0.0264 0.0561 922.4
0.70  0.0106 0.0032 0.0089 0.0028 1224.9
0.80 0.0087 0.0017 0.0077 0.0067 1308.4
0.89 0.0070 0.0008 0.0066 0.0086 1376.2
0.90 0.0069 0.0007 0.0066 0.0090 1379.8
0.95 0.0060 0.0003 0.0059 0.0089 1387.7
0.99 0.0061 0.0001 0.0060 0.0203 1351.7

© XN T WD

El Cuadro 2 presenta la estimacién del modelo no restringido, donde p, y p. se estiman
libremente junto con las desviaciones estdndar de los shocks.!* Se parte de los pardmetros
optimos del modelo benchmark como valores iniciales.

CuUADRO 2. Estimacién por maxima verosimilitud: modelo no restringido

Estimacién FError estandar

Pz 0.9500 0.0001
Pz 0.9500 0.0001
ot 0.0059 0.0001
o 0.0003 0.0000
oy 0.0089 0.0000
ML 1387.8

Inciso 10 (Bonus). Lea detenidamente la seccién 2.5 del paper. Intente replicar las
Figuras 3 y 4. A diferencia del Kalman Filter, el smoother usa toda la informacién en
la muestra para estimar las variables no observables para cada t—el Kalman filter usa

11,05 errores estandar reportados no son correctos. La computacién estdndar de invertir el hessiano de la
log-verosimilitud negativa evaluado en el éptimo da una matriz no definida positiva (con autovalores negativos
de orden 107), lo cual invalida los errores estdndar asintéticos. Este problema numérico persiste tanto con
diferencias finitas centradas como con un enfoque hibrido (gradientes exactos via diferenciacién automética y
diferencias finitas para las segundas derivadas), y se debe basicamente a que la superficie de verosimilitud es
extremadamente plana en la direccion p, — p, cuando ambos pardametros son cercanos. No estoy seguro de
cémo resolver este problema.
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solo informacién disponible hasta t. Las paginas 394-397 del libro de Hamilton (1994)
contiene una explicacion y algoritmo para calcular el Kalman smoother.®

%Posterior a la fecha de emisiéon de la consigna, los alumnos recibimos la sugerencia del profesor de
usar, en lugar del algoritmo de Hamilton, la versién del Kalman Smoother de Durbin y Koopman (2012,
Capitulos 4.3-4.5).

Solucién 10. Las Figuras 3 y 4 se obtienen aplicando el Kalman smoother sobre el modelo de
espacio de estados del econometrista, evaluado en los parametros de maxima verosimilitud del
modelo benchmark (Cuadro 1). A diferencia del filtro de Kalman, que produce estimaciones
&y, usando observaciones hasta ¢, el smoother utiliza la muestra completa para obtener ayr,
mejorando sustancialmente la precision. Implementamos el algoritmo de suavizado de Durbin
y Koopman (2012, Capitulos 4.3-4.5), que consta de una pasada hacia adelante (filtro de
Kalman estandar) seguida de una recursion hacia atrds que combina las predicciones filtradas
con la informacién futura.

La Figura 3a grafica la estimacién suavizada del componente permanente de productividad
zy7 (linea sélida) junto con la estimacion suavizada de la percepcion del consumidor &y,
(linea discontinua). A frecuencias medias, el modelo identifica un ajuste gradual de las
expectativas de los consumidores a la desaceleracion de productividad de los anos 1970 y un
ajuste simétrico en sentido opuesto durante la aceleracion posterior a mediados de los anos
1990. La Figura 3b compara la productividad de largo plazo o7 = (247 — p2i—17) /(1 — p)
con su analogo percibido por el consumidor; las discrepancias de corto plazo entre ambas
series capturan los efectos de los errores de expectativas sobre la volatilidad del consumo.

La Figura 4 presenta las estimaciones suavizadas de los tres shocks estructurales, obtenidas
mediante el disturbance smoother de Durbin y Koopman (2012). Nétese la aparente autocorre-
lacién de las estimaciones suavizadas de €; (Figura 4a). Como el econometrista no sabe a qué
trimestre atribuir un cambio permanente observado en productividad, los valores suavizados
de trimestres consecutivos tienden a estar altamente correlacionados. Esta autocorrelaciéon no
implica un rechazo del supuesto de shocks i.i.d., sino que refleja la informaciéon limitada del
econometrista.

Inciso 11 (Super extra bonus, para valientes si tiene tiempo). Explique cémo poner el
modelo DSGE de la secciéon 3 del paper, una vez linealizado, en el formato del modelo
general representado por las ecuaciones (9), (10) y (14).

Solucidn 11. El marco general separa el modelo en tres bloques: la dindmica exdgena (9)—(10),
que gobierna estados no observables y las sefiales que los agentes si observan, y las condiciones
de equilibrio (14), escritas exclusivamente en funcién de las variables endégenas Y; y las
sefiales observables S;. La estructura del mapeo es idéntica a la del modelo simple de la
seccion 1: el proceso de TFP y la senal ruidosa se mantienen tal cual, y los shocks adicionales
del DSGE (tecnologia especifica de inversién, markups, politica monetaria, gasto fiscal) son
directamente observables por los agentes.

Comencemos identificando los vectores del modelo. El DSGE tiene ¢ = 8 shocks estructura-
les, todos i.i.d. mutuamente independientes con varianza unitaria (las desviaciones estandar
se absorben en B),

/
Vi = [Et Nt Vi Edt Ept Ewt Eqt 5g,t},
8x1
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FicuraA 3. Estimaciones suavizadas de la productividad

donde ¢, es el shock permanente de TEFP, 7, el transitorio, 14 el ruido, €44 el shock de tecnologia
especifica de inversion, €, y €, las innovaciones de markup de precios y salarios, €, el
shock monetario y €4 el fiscal.

Los estados exdgenos incluyen los tres componentes de TFP del modelo simple mas
los procesos exdgenos adicionales. Los procesos de markup son ARMA(1,1), con m,,; =
PpMpi—1 + 0p(ept — Ypepi—1). Para escribirlos en forma VAR(1) se introduce un estado
auxiliar €,; := €,; que almacena la innovacién corriente para el término MA del periodo
siguiente (analogamente para salarios). Esto da un total de n = 10 estados,

~ ~ /
Xy = [ﬂft T 2 dy Mpt Ept Muwi Swi Gt gt}-
10x1

Los agentes observan la productividad realizada a; = x; + 2, la senal ruidosa s; = z; + 14,
y, crucialmente, todos los shocks no-TFP de forma directa. El problema de extraccion de
senial aplica solo a la descomposicion de TFP, de modo que el vector de observables es
/
Sp = [at Se dy Mpy Myyr G gt] .
7x1
Las 14 variables endégenas de la log-linealizacién del apéndice online son &, 2, G¢, N, ki,
ki, ug, A, G, rf, wy, T, my (costo marginal) y ry, donde los sombreros denotan variables
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(¢) Ruido vy.

FiGcurA 4. Estimaciones suavizadas de los shocks estructurales

detrended por A;. Para manejar los términos en Aa; = a; — a;—1 (que requieren a;_;, ausente

de la ecuacion (14)), se agrega una variable auxiliar endégena a; con la identidad a; = St(l), de
modo que Aa; = a; — a;—1 involucra Y; e Y;_1. Esto da un total de p = 15 variables enddgenas,

~ /
_ A ~ 7. 7 N n k A
Y = [Ct oY e ke ke owe N @y TE Wy T omy Ty Gyl -

Construyamos ahora las matrices de transiciéon exogena. Las leyes de movimiento de cada
componente de X; determinan A y B fila por fila. El bloque superior-izquierdo 3 x 3 de A
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replica exactamente la matriz de transicién (12) del Inciso 4.

tp —p .
1
p
Pd
_ Py —OpUp
10x10 ’
Pw _O'www
Pq
B Py
-(1_p)0u i
2,
0d
_ Op
10x8 1
Ow
1
Oq
L Og

La matriz de covarianzas de los shocks es () = Is.

Pasemos a las matrices de observaciéon. El bloque superior-izquierdo 2 x 3 de C replica las
matrices (13); las filas restantes simplemente seleccionan los procesos directamente observables
de Xt;

1 1 - - -
1 Oy

7x10

1

La tinica contribucion contemporanea de un shock a las observables es el ruido 14 en la
ecuacion de senal.
Resta escribir las 15 ecuaciones log-linealizadas en la forma (14),

F EYi]+GY,+HY, 1+ MS;+ N E[S;11] =0,

y determinar las matrices F', G, H (15 x 15) y M, N (15 x 7). La propiedad estructural
clave es que X; entra en las condiciones de equilibrio solo a través de S;, porque los agentes
no observan X; directamente. El crecimiento de TFP Aa; = a; — a;—; involucra la variable
auxiliar a; € Y; y su rezago a;—1 € Y;_1, contribuyendo a G y H; andlogamente, E;[Aayq] =

15para B se adopta la convencién Q = I, 4 (shocks estandarizados), de modo que las desviaciones estandar
se absorben en B. Los autores reparametrizan o, = (1 — p) o, y 0, = p*/% 0, donde 02 = var(Aa;). Esto
satisface autométicamente la restriccién de martingala (4).
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Et[S,f}r)l] — a; contribuye a Gy N. Los procesos restantes (dg, mpt, My, ¢, g¢) pertenecen
todos a S; y entran a las ecuaciones exclusivamente a través de M.
A continuacion reproducimos las 14 ecuaciones log-linealizadas del apéndice online (ecs. 39-51

, . . o1- 1 ’ ’
y 29) mas la identidad auxiliar a; = St( )7 numerandolas segtin el orden de las filas de las
matrices que construiremos. Para abreviar, definimos los coeficientes compuestos

B hpT B I? + h2p B hI’
SO T R (R T N O D)
"= (1_5)Br_la ’72:1_’7%
61 =(1—-6r+t, Sy =1—6y,
- ~_ B
W= ﬁ7 w = 1437
c, =CJY, iy =1/Y, r, = RFK /(PY).
La utilidad marginal del consumo (ec. 39 del apéndice online) da
5‘t =¥ Et[étﬂ] —2C+3C1 + 1 Et[AatJrl] — 3 Aay, (29)
y la ecuacién de Euler del consumo (ec. 40),
5\t =r+ b [5\t+1 — Aag — 7Tt+1}- (30)
La condicién de Tobin (ec. 41) es
O =71 Ei[drn1 — Darnt] + 72 B[ M1 — Dagey +70,4], (31)
mientras que la Euler de inversién (ec. 42) toma la forma
A= ¢ +dy — XPQ(it — i1+ Aat) + BxI? E [it—&-l — 0+ Aat+1]- (32)
La condicién de utilizacion del capital (ec. 43) es
rf = Euy, (33)
el costo marginal (ec. 44),
my = ary + (1 —a)dy, (34)
el ratio capital-trabajo (ec. 45),
’r'f = /UAJt — l;'t + Ny, (35)
y los servicios de capital (ec. 46),
]%t = U + l?ft_l — Aat. (36)
La ley de acumulacién de capital (ec. 47) es
ky = 51(’7515—1 — Aat) + 52(dt + it)v (37)
la funcién de produccién (ec. 48),
o=k +(1—a)n, (38)

y la restriccion de recursos (ec. 49),

(1—Q/J):Qtzcyét—i-iyit—l—Tyut—{—gt. (39)
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La curva de Phillips neo-keynesiana (ec. 50), con k = (1 —603)(1 — 0)/0, es

T = [ E[ma] + kme + mmyy, (40)
y la curva de Phillips de salarios (ec. 51), con k,, = 5- (l(i;)g(”ﬁ)é(ll_f{”/)uw)),

’(Z)t = UA}t_l—HI) Et[wt+1]—®(7rt+Aat)+® Et [7rt+1—|—Aat+1] —/{w(wt—Cnt—i—j\t)—i—/iw Moy t- (41)
La regla de Taylor (ec. 29) es
re = prrecr+ (1= p)(Ve T+ v 0e) + @, (42)

y la identidad auxiliar cierra el sistema,
a; = S, (43)
Reescribiendo cada ecuacion en la forma 0 = (lado derecho)—(lado izquierdo), expandiendo
Aa; = }/;(15) —Y;(_lir’) y EyAaiq] = Et[St(}r)l] _}/;(15)’ se obtienen las matrices F', G, H (15 x 15)
y M, N (15 x 7). Las filas corresponden a las ecuaciones (29)-(43); las columnas de F, G, H
corresponden a los 15 elementos de Y; en orden (¢, i, ¢, n, k, k,u, N\, ¢, vk, b, m,om, a);
las de M y N corresponden a los 7 elementos de S; (a, s, d, m,, my, q, g).
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Las dimensiones resultantes se resumen en el Cuadro 3. La matriz F' es dispersa (sparse),
dado que solo las ecuaciones forward-looking (29)—(32), (40) y (41) tienen filas no nulas. La
matriz H también es dispersa, con filas no nulas solo en las ecuaciones con rezagos endogenos
(29), (32), (36), (37), (41) y (42). La matriz N tiene entradas no nulas solo en su primera
columna (E[a41]), y en las ecuaciones que contienen Fy[Aat1] ((29)—(32) y (41)); los demés
procesos exogenos entran exclusivamente a través de M. Nétese que la convencién de signos
adoptada (0 = lado derecho — lado izquierdo) asigna —1 a la variable “definida” de cada
ecuacion en G.

Identificadas las matrices (A, B,C, D, F,G, H, M, N), el procedimiento de los Incisos 56
aplica directamente. Se resuelve F'P? + GP + H = 0 por descomposicién QZ, se obtienen
y R de (17)—(18), y se estima X;; mediante el filtro de Kalman sobre el espacio de esta-
dos (A, B,C, D). En la practica, el paquete de replicacién de los autores explota el Lema 2
(modelo equivalente de informacién completa) para evitar resolver el filtro de Kalman del
agente dentro de la soluciéon del DSGE. Reemplaza X; por X, y V; por las innovaciones
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CUADRO 3. Dimensiones del modelo en forma general.

Objeto Dimension  Valor
Estados exdgenos X, n 10
Shocks estructurales V; q 8
Observables del agente S; m 7
Variables endégenas Y, P 15
Transicién A nxn 10 x 10
Carga de shocks B nxgq 10 x 8
Observacion C mXxXn 7x 10
Shock-a-observacién D m X q 7x8
Matrices F, G, H pXp 15 x 15
Matrices M, N pXm 15 x 7

de S, y estima un modelo de informacién completa con shocks correlacionados sujeto a la
restriccion g = LL/.
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